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abstract. A set of three-valued regular monotonic logics is introduced
in the article. The main attention is paid to intermediate regular logics:
Lisp and the dual to Lisp logic. We show that the lattice structure of
Lisp is non-commutative algebra of Kleene and the set of three-valued
regular logics forms four-element lattice by the partial ordering of D-
containment.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: òðåõçíà÷íûå ëîãèêè Êëèíè, ïðîìåæóòî÷íûå ðå-
ãóëÿðíûå ëîãèêè.

Â äàííîé ñòàòüå áóäåò îïèñàíî ñåìåéñòâî òðåõçíà÷íûõ ðåãó-
ëÿðíûõ ìîíîòîííûõ ëîãèê. Íàèáîëåå èçâåñòíûå èç íèõ � ñèëü-
íàÿ è ñëàáàÿ ëîãèêè Êëèíè.

Íî, êðîìå òîãî, ñóùåñòâóåò åùå äâå ìîíîòîííûå ðåãóëÿðíûå
òðåõçíà÷íûå ëîãèêè. Èäåÿ ñîçäàíèÿ ìíîãîçíà÷íûõ ðåãóëÿðíûõ
ëîãèê ïðèíàäëåæèò Ñ. Êëèíè. Ãëàâíàÿ ïðîáëåìà, êîòîðàÿ âîç-
íèêàëà ïðè ââåäåíèè â ëîãèêó íîâîãî èñòèííîñòíîãî çíà÷åíèÿ �
îïðåäåëåíèÿ òðåõçíà÷íûõ ëîãè÷åñêèõ ñâÿçîê. Ñ. Êëèíè ïðèõî-
äèò ê âûâîäó, ÷òî òàáëèöû äëÿ ïðîïîçèöèîíàëüíûõ ñâÿçîê íóæ-
íî âûáèðàòü ðåãóëÿðíûìè â ñëåäóþùåì ñìûñëå: äàííûé ñòîë-
áåö (ñòðîêà) ñîäåðæèò 1 â ñòðîêå (ñòîëáöå) äëÿ 1

2 òîëüêî ïðè
óñëîâèè, ÷òî ýòîò ñòîëáåö (ýòà ñòðîêà) ñîñòîèò öåëèêîì èç 1;
àíàëîãè÷íî äëÿ 0.

Òàêæå ÷àñòî â ëèòåðàòóðå âñòðå÷àåòñÿ ñâîéñòâî ìîíîòîííî-
ñòè [9, 10, 11, 12]. Â [6] áûëî äîêàçàíî, ÷òî ìíîæåñòâî òðåõçíà÷-
íûõ ðåãóëÿðíûõ ëîãèê âêëþ÷àåòñÿ âî ìíîæåñòâî ìîíîòîííûõ
ëîãèê. Ïîýòîìó âïðåäü ïðè îïèñàíèè ñâîéñòâ ëîãèê Êëèíè ðå-
ãóëÿðíîñòü áóäåò óïîìèíàòüñÿ â ïåðâóþ î÷åðåäü êàê íàèáîëåå
ñèëüíîå ñâîéñòâî. Ðåãóëÿðíûå ñâÿçêè ðàçëè÷àþòñÿ ¾ïî ñèëå¿.
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Ñíà÷àëà ìû ðàññìîòðèì ñèëüíûé (strong) ñìûñë ïðîïîçèöèî-
íàëüíûõ ñâÿçîê, êîòîðûå Êëèíè îïðåäåëÿåò ñëåäóþùèìè ñèëü-
íûìè òàáëèöàìè:
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Êàê ïîä÷åðêèâàåò Êëèíè, ýòè ñèëüíûå òàáëèöû îäíîçíà÷íî
îïðåäåëÿþòñÿ êàê ñàìûå ñèëüíûå èç âîçìîæíûõ ðåãóëÿðíûõ
ðàñøèðåíèé êëàññè÷åñêèõ 2�çíà÷íûõ òàáëèö, ò.å. îíè ðåãóëÿð-
íû è èìåþò 1 èëè 0 â êàæäîì ìåñòå, ãäå êàêîå-ëèáî ðåãóëÿðíîå
ðàñøèðåíèå 2�çíà÷íûõ òàáëèö ìîæåò ñîäåðæàòü 1 èëè 0 (÷òî
èìåííî: 1 èëè 0, � ýòî îïðåäåëåíî îäíîçíà÷íî).

Äðóãîé ïðèìåð ðåãóëÿðíûõ òðåõçíà÷íûõ òàáëèö � ýòî òàê íà-
çûâàåìûå ñëàáûå ñâÿçêè Êëèíè�Áî÷âàðà. Îíè ïîëó÷àþòñÿ ïó-
òåì çàïîëíåíèÿ ñèìâîëîì 1

2 âñåõ ñòîëáöîâ è ñòðîê, ãäå õîòÿ áû
îäèí ðàç âñòðå÷àåòñÿ ñèìâîë 1

2 .
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Íî ïîìèìî øèðîêî èçâåñòíûõ ðåãóëÿðíûõ è ìîíîòîííûõ ëî-
ãèê Êëèíè K3, KW

3 ñóùåñòâóþò åùå äâå îòëè÷íûå îò íèõ òðåõ-
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çíà÷íûå ðåãóëÿðíûå ëîãèêè. Òàáëèöû äëÿ êîíúþíêöèè è äèçú-
þíêöèè îäíîé èç íèõ áûëè ïðåäëîæåíû Ôèòòèíãîì [10]. Ïåð-
âîíà÷àëüíî òàêàÿ ïðîìåæóòî÷íàÿ ðåãóëÿðíàÿ ëîãèêà áûëà íà-
çâàíà èì Lisp. Ïðè÷åì â äàííîé ðàáîòå Ôèòòèíã îòìå÷àåò, ÷òî
ëþáàÿ ïðîìåæóòî÷íàÿ ðåãóëÿðíàÿ ëîãèêà � áóäåò èìåòü ñðåä-
íèå çíà÷åíèÿ ìåæäó ñèëüíîé è ñëàáîé ëîãèêîé Êëèíè. Ñâîþ
ëîãèêó îí îïèñûâàåò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Îöåíêà âûðàæåíèé äîëæíà âåñòèñü ïî ïðåäëîæåíèÿì, âõîäÿ-
ùèì â íåãî. Íàïðèìåð, ìû îöåíèâàåì âûðàæåíèå P ∩Q, ñêàæåì
ñëåâà íàïðàâî, òàê ÷òî ïðåäëîæåíèå P ìû îöåíèâàåì ïåðâûì.
Åñëè P ïðèïèñàíî çíà÷åíèå ¾ëîæíî¿, òî ðàáîòà ïî ïðèïèñûâà-
íèþ çíà÷åíèé îñòàíàâëèâàåòñÿ è âñåìó âûðàæåíèþ P ∩ Q ïðè-
ïèñûâàåòñÿ çíà÷åíèå ¾ëîæü¿. Åñëè P èìååò çíà÷åíèå ¾èñòèíà¿,
òî äàëåå ïðîâîäèòñÿ ïðèïèñûâàíèå çíà÷åíèé Q, è çíà÷åíèå Q �
ñòàíîâèòñÿ çíà÷åíèåì âñåãî âûðàæåíèÿ P ∩Q. Ýòî àññèìåòðè÷-
íàÿ èëè ïîçèöèîííàÿ ëîãèêà. Íàïðèìåð, Åñëè P � ëîæíî, à
Q �� íå îïðåäåëåíî (⊥), òî âûðàæåíèå P ∩Q � áóäåò ëîæíûì,
à Q ∩ P � ïðèìåò çíà÷åíèå ⊥. Âïðåäü çíà÷åíèå ⊥ ìû áóäåì
îáîçíà÷àòü êàê 1

2 .
Ðåêîíñòðóèðóåì îñòàâøèåñÿ ñâÿçêè ëîãèêè Lisp, à òàêæå ðàñ-

ñìîòðèì åå ñâîéñòâà.
Êðîìå òîãî, â äàííîé ÷àñòè ñòàòüå áóäåò óäåëåíî áîëüøîå âíè-

ìàíèå âçàèìîîòíîøåíèÿì òðåõçíà÷íûõ ðåãóëÿðíûõ ëîãèê. Áó-
äóò ðàññìîòðåíû îñíîâíûå âèäû îòíîøåíèÿ âêëþ÷åíèÿ íà ìíî-
æåñòâå ìíîãîçíà÷íûõ ëîãèê, à òàêæå áóäåò ðàññìîòðåí âîïðîñ
î òîì, âîçìîæíî ëè óñòàíîâèòü ðåøåòî÷íóþ ñòðóêòóðó íà ìíî-
æåñòâå òðåõçíà÷íûõ ðåãóëÿðíûõ ëîãèê.

1 Ëîãèêà Lisp

Ñâÿçêè ëîãèêè Lisp, óñëîâèìñÿ îáîçíà÷àòü åå K→
3 , ìîãóò áûòü

ïðåäñòàâëåíû ñëåäóþùèì îáðàçîì.
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Ýòà ëîãèêà ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíîé â ñìûñëå Êëèíè: äàííûé
ñòîëáåö (ñòðîêà) ñîäåðæèò 1 â ñòðîêå (ñòîëáöå) äëÿ 1

2 òîëüêî
ïðè óñëîâèè, ÷òî ýòîò ñòîëáåö (ýòà ñòðîêà) ñîñòîèò öåëèêîì èç
1; àíàëîãè÷íî äëÿ 0.

Òàêæå ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî ëîãèêà K→
3 òàêæå ÿâëÿåòñÿ ìî-

íîòîííîé.

2 Ëîãèêà äóàëüíàÿ ê Lisp

Ëîãèêó, äóàëüíóþ ê Lisp, óñëîâèìñÿ îáîçíà÷àòü K←
3 . Åå ñâÿçêè

îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
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Ýòà ëîãèêà òàêæå ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíîé è ìîíîòîííîé. Ðåãó-
ëÿðíîñòü ìîæåò áûòü ïðîâåðåíà ïî îïðåäåëåíèþ Êëèíè, ìîíî-
òîííîñòü äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî ñ ìîíîòîííîñòüþ Lisp.

3 Ðåøåòî÷íûå ñâîéñòâà ðåãóëÿðíûõ òðåõçíà÷íûõ
ëîãèê

Ðàññìîòðèì ðåøåòî÷íûå ñâîéñòâà ÷åòûðåõ ïðåäñòàâëåííûõ ëî-
ãèê.

Èòàê, ëîãèêè K3, KW
3 , K→

3 , K←
3 èäåìïîòåíòíû:

(a) x ∨ x = x
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(b) x ∧ x = x

K3, KW
3 � êîììóòàòèâíû, íî K→

3 , K←
3 íå êîììóòàòèâíû, òî

åñòü íå âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ:

(a) x ∨ y = y ∪ x

Òàê, íàïðèìåð, äëÿ K→
3 , åñëè x = 1

2 , à y = 1, òî x ∨ y
ïðèìåò çíà÷åíèå 1, à y ∨ x ïðèìåò çíà÷åíèå 1

2 .

(b) x ∧ y = y ∧ x

Òàê, åñëè x = 0, à y = 1
2 , òî çíà÷åíèå x ∧→ y áóäåò ðàâíî

0, à y ∧→ x � 1
2 .

Äàëåå, â K3, KW
3 , K→

3 , K←
3 èìåþò ìåñòî çàêîíû àññîöèàòèâ-

íîñòè è äèñòðèáóòèâíîñòè, â K3, K→
3 , K←

3 ïðîõîäèò çàêîí ïî-
ãëîùåíèÿ, à K3, K→

3 ïðîõîäèò çàêîí Êëèíè (ïðè÷åì â K←
3 çàêî-

íû ïîãëîùåíèÿ, à â K→
3 çàêîí Êëèíè âûïîëíÿþòñÿ òîëüêî ïðè

óñëîâèè, ÷òî ïåðåñòàâëåíû ìåñòàìè äèçúþíêòèâíûå è êîíúþíê-
òèâíûå ÷ëåíû):

Àññîöèàòèâíîñòü:

(a) x ∨ (y ∨ z) = (x ∨ y) ∨ z

(b) x ∧ (y ∧ z) = (x ∧ y) ∧ z

Ïîãëîùåíèå â K3, KW
3 , K→

3 :

(a) x ∨ (x ∧ y) = x

(b) x ∧ (x ∨ y) = x

Ïîãëîùåíèå â K←
3 :

(a) (y ∧ x) ∨ x) = x

(b) (y ∨ x) ∧ x) = x

Íå ïðåòåðïåâàåò èçìåíåíèÿ íè îäèí èç çàêîíîâ äèñòðèáóòèâ-
íîñòè:

(a) x ∨ (y ∧ z) = (x ∨ y) ∧ (x ∨ z)
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(b) x ∧ (y ∨ z) = (x ∧ y) ∨ (x ∧ z)

Âî âñåõ ïåðå÷èñëåííûõ ëîãèêàõ ñîõðàíÿåòñÿ èñòèííîñòü çàêî-
íîâ äå Ìîðãàíà, òàê êàê äëÿ îäíîìåñòíîãî îïåðàòîðà ∼ (èíâî-
ëþöèÿ) âûïîëíÿþòñÿ òîæäåñòâà:
∼∼ x = x

∼ (x ∨ y) =∼ x∧ ∼ y

∼ (x ∧ y) =∼ x∨ ∼ y.
À òàêæå èìååò ìåñòî çàêîí Êëèíè:

(K') (x∧ ∼ x) ∨ (y ∨ ∼ y) = y ∨ ∼ y,
â K→

3 ïðè óñëîâèè, ÷òî äèçúþíêòèâíûå ÷ëåíû ïåðåñòàâëå-
íû ìåñòàìè:

(K') (y ∧ ∼ y) ∨ (x∨ ∼ x) = y ∨ ∼ y.

Òàêèì îáðàçîì, òðåõçíà÷íàÿ ëîãèêà Lisp, à òàêæå äóàëüíàÿ ê
íåé ëîãèêà, ÿâëÿþòñÿ íåêîììóòàòèâíûìè àëãåáðàìè Êëè-
íè.

Äëÿ ñðàâíåíèÿ: ñèëüíàÿ ëîãèêà Êëèíè K3, ÿâëÿåòñÿ ìîäåëüþ
àëãåáðû Êëèíè, â íåé èìåþò ìåñòî âñå âûøåïåðå÷èñëåííûå çà-
êîíû, â ñëàáîé ëîãèêå Êëèíè KW

3 , íå èìåþò ìåñòà çàêîíû ïî-
ãëîùåíèÿ è çàêîí Êëèíè, ñîîòâåòñòâåííî KW

3 ÿâëÿåòñÿ êâàçèðå-
øåòêîé. Â K→

3 , â îòëè÷èå îò KW
3 , ïðîõîäÿò çàêîíû ïîãëîùåíèÿ

è çàêîí Êëèíè (â íèõ ïåðåñòàâëåíû ìåñòàìè äèçúþíêòèâíûå
÷ëåíû), íî íå ïðîõîäèò êîììóòàòèâíîñòü. Â K←

3 èìåþò ìåñòî
âñå çàêîíû ÷òî è â K3, êðîìå êîììóòàòèâíîñòè, â òîì ÷èñëå è
ïîãëîùåíèå è çàêîí Êëèíè áåç êàêèõ ëèáî èçìåíåíèé.

4 Âçàèìîîòíîøåíèÿ ðåãóëÿðíûõ òðåõçíà÷íûõ
ëîãèê.

Ðàññìîòðåíèå âçàèìîîòíîøåíèé òðåõçíà÷íûõ ðåãóëÿðíûõ ëîãèê
íåîáõîäèìî ïðåäâàðèòü ðàññìîòðåíèåì íåêîòîðûõ âèäîâ îòíî-
øåíèÿ âêëþ÷åíèÿ, êîòîðûå âîçìîæíî óñòàíîâèòü ìåæäó ìíî-
ãîçíà÷íûìè ëîãèêàìè. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ êëàññèôèêàöèÿ ïðåä-
ñòàâëåíà â êíèãå Ðåøåðà ¾Ìíîãîçíà÷íûå ëîãèêè¿ [12]. Îäíà
ìíîãîçíà÷íàÿ ëîãèêà ìîæåò ñîäåðæàòüñÿ â äðóãîé â íåñêîëüêèõ
ðàçíûõ ñìûñëàõ.
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1. Ñèñòåìà X ìîæåò ñîäåðæàòü ñèñòåìó Y â ñëåäóþùåì ñìûñ-
ëå: êàæäàÿ òàâòîëîãèÿ ñèñòåìû X (â ñîîòâåòñòâèè ñ èñòèí-
íîñòíûìè òàáëèöàìè) ÿâëÿåòñÿ òàâòîëîãèåé ñèñòåìû Y . Â
òàêîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî X T-ñîäåðæèò Y (òî åñòü ñî-
äåðæèò â ñìûñëå âêëþ÷åíèÿ ìíîæåñòâà òàâòîëîãèé îäíîé
ëîãèêè â ìíîæåñòâî òàâòîëîãèé äðóãîé). Íàïðèìåð, áîëü-
øèíñòâî ìíîãîçíà÷íûõ ëîãèê ñîäåðæàòüñÿ â C2.

2. Ñèñòåìà X ìîæåò ñîäåðæàòü ñèñòåìó Y â ñëåäóþùåì ñìûñ-
ëå:

(1) âñå èñòèííîñòíûå çíà÷åíèÿ Y òàêæå ÿâëÿþòñÿ èñòèí-
íîñòíûìè çíà÷åíèÿìè X è

(2) åñëè â òàáëèöå èñòèííîñòè äëÿ X âû÷åðêíóòü èëè ñòå-
ðåòü âñå êîëîíêè è ðÿäû, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ äîïîëíè-
òåëüíûìè ê òàáëèöå èñòèííîñòè Y , òî îñòàíåòñÿ ïðî-
ñòî òàáëèöà èñòèííîñòè äëÿ Y .

Â òàêîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî ñèñòåìà X S-ñîäåðæèò ñèñòå-
ìó Y (îò ñëîâà ïåðåñå÷åíèå (suppression). Íàïðèìåð, K4

S-ñîäåðæèò K3.

3. Ñèñòåìà X òàêæå ìîæåò ñîäåðæàòü ñèñòåìó Y , åñëè ìû
ìîæåì èäåíòèôèöèðîâàòü êàæäîå èñòèííîñòíîå çíà÷åíèå
X ñ êàêèì-ëèáî èñòèííîñòíûì çíà÷åíèåì Y , âîçìîæíî, òå-
ðÿÿ â õîäå ýòîãî ïðîöåññà êàêèå-ëèáî èñòèííîñòíûå çíà-
÷åíèÿ, èìåâøèåñÿ â ñèñòåìå Y . Â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò,
÷òî ñèñòåìà X I-ñîäåðæèò Y (â ñìûñëå îòîæäåñòâëåíèÿ
(identi�cation)).
Ñóùåñòâóþò àëãåáðàè÷åñêèå ýêâèâàëåíòû äëÿ íåêîòîðûõ
òèïîâ âêëþ÷åíèÿ. Òàê, X S-ñîäåðæèò ñèñòåìó Y , åñëè Y
ÿâëÿåòñÿ ñóáàëãåáðîé X. X I-ñîäåðæèò Y , åñëè Y � ýòî
ãîìîìîðôíîå îòîáðàæåíèå X. È òîëüêî äëÿ Ò-âêëþ÷åíèÿ
íåò ýêâèâàëåíòà â óíèâåðñàëüíîé àëãåáðå.

4. D-âêëþ÷åíèå èìååò ìåñòî, êîãäà âñå ñâÿçêè îäíîé ñèñòåìû
ìîãóò áûòü âûðàæåíû ÷åðåç ñâÿçêè äðóãîé. Êàê áûëî ïî-
êàçàíî
ðàíåå, K3 ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà ÷åðåç L3, òî åñòü L3
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D-ñîäåðæèò K3 (òî åñòü âêëþ÷åíèå îäíîé ëîãèêè â äðó-
ãóþ ïðîèñõîäèò ïîñðåäñòâîì îïðåäåëåíèÿ ñâÿçîê îäíîé ÷å-
ðåç ñâÿçêè äðóãîé (de�nition).

Ìîæíî äîêàçàòü ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

(1) S-âêëþ÷åíèå âëå÷åò Ò-âêëþ÷åíèå, íî íå íàîáîðîò.

(2) I-âêëþ÷åíèå â îáùåì ñëó÷àå íå âëå÷åò Ò-âêëþ÷åíèÿ, è íà-
îáîðîò.

(3) S-âêëþ÷åíèå íå âëå÷åò I-âêëþ÷åíèÿ, è, îáðàòíî, I-âêëþ÷åíèå
íå âëå÷åò S-âêëþ÷åíèÿ.

Ïåðåéäåì òåïåðü ê ðàññìîòðåíèþ îòíîøåíèé ìåæäó ðåãóëÿð-
íûìè òðåõçíà÷íûìè ëîãèêàìè.

Èòàê, áûëè ðàññìîòðåíû âñå ðåãóëÿðíûå òðåõçíà÷íûå ëîãèêè:
K3, KW

3 , K→
3 , K←

3 . Ïîñêîëüêó òàáëèöû èñòèííîñòè äëÿ îäíèõ
è òåõ æå ñâÿçîê ýòèõ ëîãèê ðàçëè÷íû, òî íå ìîæåò èäòè ðå÷è
îá S- èëè I-âêëþ÷åíèè. Îäíàêî î÷åâèäíî, ÷òî ìû ñ ëåãêîñòüþ
íàõîäèì Ò- è D-âêëþ÷åíèÿ ìåæäó ðåãóëÿðíûìè òðåõçíà÷íûìè
ëîãèêàìè.

Îáñóäèì ñíà÷àëà îòíîøåíèå T-âêëþ÷åíèÿ. ×òî êàñàåòñÿ òàâ-
òîëîãèé, òî íè îäíà èç ïåðå÷èñëåííûõ ëîãèê íå èìååò òàâòîëî-
ãèé ïðè îäíîì âûäåëåííîì çíà÷åíèè. Òàêèì îáðàçîì, Ò-âêëþ÷åíèå
ýòèõ ëîãèê îäíà â äðóãóþ ñëåäóåò èç òîãî ôàêòà, ÷òî ïóñòîå ìíî-
æåñòâî âêëþ÷àåòñÿ â ïóñòîå ìíîæåñòâî.

Ðàññìîòðèì îòíîøåíèå D-âêëþ÷åíèÿ. Êàê áûëî îïðåäåëåíî
ðàíåå, îòíîøåíèå D-âêëþ÷åíèÿ èìååò ìåñòî, åñëè ñâÿçêè îäíîé
ñèñòåìû ïðåäñòàâèìû ÷åðåç ñâÿçêè äðóãîé.

Îäíèì èç ïåðâûõ ïðîáëåìîé ïåðåâîäà ñâÿçîê îäíîé ñèñòåìû â
äðóãóþ çàèíòåðåñîâàëñÿ Øåñòàêîâ Â.Ì. [9], åãî ðåçóëüòàòû êà-
ñàëèñü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèîíàëüíî ïîëíûõ ñèñòåì ñâÿçîê äëÿ
òðåõçíà÷íûõ ëîãèê, à òàêæå èõ âçàìèîâûðàçèìîñòü. Êàê èçâåñò-
íî, âñëåä çà ïåðåâîäàìè Øåñòàêîâà ïîÿâèëñÿ ïåðåâîä ñëàáûõ
ñâÿçîê Êëèíè�Áî÷âàðà ïîñðåäñòâîì ñèëüíûõ ñâÿçîê Êëèíè, îñó-
ùåñòâëåííûé Â.Ê.Ôèííîì [8]:

p ∩ q = (p ∧ q) ∨ (p∧ ∼ p) ∨ (q∧ ∼ q)
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Î÷åâèäíî, ýòîò ïåðåâîä íå ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííî âîçìîæíûì.
Ìû ïðåäëàãàåì ñîáñòâåííûé âàðèàíò ïåðåâîäà ñëàáîé êîíúþíê-
öèè Êëèíè�Áî÷âàðà ÷åðåç ñèëüíûå ñâÿçêè Êëèíè:

p ∩ q = (p ∧ q) ∨ ((p ∨ q)∧ ∼ (p ∨ q))

Äðóãîé èíòåðåñíûé ðåçóëüòàò áûë ïîëó÷åí Ïàâëîâûì Ñ.À. []:
Ëîãèêà Êëèíè KW

3 ñî ñâÿçêàìè â ñëàáîì ñìûñëå, îáîãàùåííàÿ
ñâÿçêîé ïîëíîé ýêâèâàëåíòíîñòè, ôóíêöèîíàëüíî ýêâèâàëåíòíà
ëîãèêå Áî÷âàðà B3.

Òàêæå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî õîòÿ ñëàáûå ñâÿçêè è âûðàçèìû ÷å-
ðåç ñèëüíûå, íî îáðàòíîå ñîîòíîøåíèå íå èìååò ìåñòà. Òî åñòü
áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ìåæäó K3 è KW

3 ñóùåñòâóåò îòíîøåíèå D-
âêëþ÷åíèÿ. Ïîêàæåì, ÷òî ìåæäó âñåìè ÷åòûðüìÿ ëîãèêàìè K3,
KW

3 , K→
3 , K←

3 ñóùåñòâóåò îòíîøåíèå D-âêëþ÷åíèÿ, è òàêèì îá-
ðàçîì äîêàæåì âûñêàçàííîå Ôèòòèíãîì ïðåäïîëîæåíèå î òîì,
÷òî âñå ðåãóëÿðíûå ñâÿçêè, îòëè÷íûå îò K3, KW

3 , ÿâëÿþòñÿ ïðî-
ìåæóòî÷íûìè ìåæäó K3 è KW

3 .
ÒÅÎÐÅÌÀ 1. Ëîãèêà Lisp ÿâëÿåòñÿ ïðîìåæóòî÷íîé ìåæäó
ñèëüíîé ëîãèêîé Êëèíè è ñëàáîé ëîãèêîé Êëèíè-Áî÷âàðà, òî
åñòü KW

3 D-âêëþ÷àåòñÿ â Lisp, à Lisp D-âêëþ÷àåòñÿ â K3.
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû äîñòàòî÷íî îñóùåñòâèòü îïðåäå-

ëåíèÿ ñâÿçîê Lisp ÷åðåç ñèëüíûå ñâÿçêè Êëèíè è ñëàáûõ ñâÿçîê
÷åðåç ñâÿçêè Lisp.

Îïðåäåëåíèÿ ìîãóò áûòü îñóùåñòâëåíû ñëåäóþùèì îáðàçîì:
p ∩ q = (p ∧→ q) ∨→ (q ∧→ p)
p ∪ q = (p ∨→ q) ∧→ (q ∨→ p)
p ∨→ q = (∼ p ∧ q) ∨ p

p ∧→ q = (∼ p ∨ q) ∧ p.
Ïîñêîëüêó îòðèöàíèå îäèíàêîâî âî âñåõ ðàññìàòðèâàåìûõ ëî-

ãèêàõ, òî ÿñíî, ÷òî ñ ïîìîùüþ îòðèöàíèÿ è êîíúþíêöèè ëèáî
äèçúþíêöèè ìîãóò áûòü âûðàæåíû èìïëèêàöèÿ è ýêâèâàëåí-
öèÿ. Çàìåòèì, ÷òî èìïëèêàöèÿ â Lisp îïðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç îòðè-
öàíèå è äèçúþíêöèþ îáû÷íûì ñïîñîáîì.

Èòàê, K→
3 ìîæåò áûòü âûðàæåíà ÷åðåç K3, à KW

3 � ÷åðåç
K→

3 .
Îáðàòíîå æå íå èìååò ìåñòà, èíà÷å ìîæíî áûëî áû äîêàçàòü,

÷òî K3 ýêâèâàëåíòíî K→
3 , è KW

3 ýêâèâàëåíòíî K→
3 , à, çíà÷èò, è
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òî, ÷òî K3, ýêâèâàëåíòíî KW
3 , ÷òî íåâåðíî.

ÒÅÎÐÅÌÀ 2. K←
3 ÿâëÿåòñÿ ïðîìåæóòî÷íîé ìåæäó K3 è KW

3 ,
òî åñòü KW

3 D-âêëþ÷àåòñÿ â TwinLisp, à TwinLisp D-âêëþ-
÷àåòñÿ â K3.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îñóùåñòâèì îïðåäåëåíèÿ áîëåå ñëàáûõ
ñâÿçîê ÷åðåç áîëåå ñèëüíûå è äîêàæåì, ÷òî ïðîòèâîïîëîæíûå
ïåðåâîäû íå ìîãóò áûòü îñóùåñòâëåíû.

p ∩ q = (p ∧← q) ∨← (q ∧← p)
p ∪ q = (p ∨← q) ∧← (q ∨← p)
p ∨← q = (p∧ ∼ q) ∨ q

p ∧← q = (p∨ ∼ q) ∧ q.
Ôàêò, ÷òî îáðàòíûå îïðåäåëåíèÿ íå âîçìîæíû, äîêàçûâàåòñÿ

îò ïðîòèâíîãî. Åñëè áû K3 ìîæíî áûëî âûðàçèòü ÷åðåç K←
3 ,

à K←
3 ÷åðåç KW

3 , òî K3 áûëî áû ýêâèâàëåíòíî K←
3 , è KW

3 ýê-
âèâàëåíòíî K←

3 , à, çíà÷èò, K3 áûëî áû ýêâèâàëåíòíî KW
3 , ÷òî

íåâåðíî.
Òàêèì îáðàçîì, Lisp è äóàëüíàÿ ê íåé ëîãèêà ÿâëÿþòñÿ ïðî-

ìåæóòî÷íûìè ðåãóëÿðíûìè ëîãèêàìè ìåæäó K3 è KW
3 .

Âçàèìîñâÿçü ðàññìîòðåííûõ ëîãèê ìîæíî áûëî áû ïðåäñòà-
âèòü â âèäå ñëåäóþùåé àëãåáðàè÷åñêîé ñòðóêòóðû.

A
A
A
A

¢
¢

¢
¢

¢
¢
¢
¢

A
A

A
A

K3

KW
3

K→
3K←

3

Îäíàêî âñòàåò âîïðîñ: ÿâëÿåòñÿ ëè ýòà ñòðóêòóðà ðåøåòî÷íîé
èëè íåò. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ðåøåòî÷íîãî ïîðÿäêà [7]: Îòíî-
øåíèå ïîðÿäêà íà ìíîæåñòâå A íàçûâàåòñÿ îòíîøåíèåì ðåøå-
òî÷íîãî ïîðÿäêà, åñëè äëÿ ëþáûõ a, b ∈ A ýëåìåíòû sup (a,b) è
inf (a,b) ñóùåñòâóþò. Ñîîòâåòñòâåííî, ó íàñ èìååòñÿ ÷åòûðåõ-
ýëåìåíòíîå ìíîæåñòâî, ýëåìåíòàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ðàññìîò-
ðåííûå òðåõçíà÷íûå ëîãèêè, è äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâîâà-
íèÿ ìåæäó ýòèìè ëîãèêàìè ðåøåòî÷íîãî ïîðÿäêà íåîáõîäèìî
äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå ñóïðåìóìà è èíôèíóìà äëÿ ëþáûõ äâóõ
ýëåìåíòîâ äàííîãî ìíîæåñòâà. Ìåæäó ëîãèêàìè K3, KW

3 , K→
3 ,
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K←
3 áûëî îáíàðóæåíî îòíîøåíèå ïîðÿäêà ïî îòíîøåíèþ âûðà-

çèìîñòè îäíîãî ìíîæåñòâà ñâÿçîê ÷åðåç äðóãîå. Ýòî îòíîøåíèå
äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ïîðÿäêà, ïîñêîëüêó îíî ðå-
ôëåêñèâíî, àíòèñèììåòðè÷íî è òðàíçèòèâíî. Ðàññìîòðèì, îòâå-
÷àåò ëè ýòî îòíîøåíèå òðåáîâàíèÿì, íåîáõîäèìûì äëÿ ðåøå-
òî÷íîãî ïîðÿäêà. Îáîçíà÷èì îòíîøåíèå D-âêëþ÷åíèÿ êàê ⊆D.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî K3 ÿâëÿåòñÿ ñóïðåìóìîì, à KW

3 �� èíôèíó-
ìîì. Òîãäà äîëæíû èìåòü ìåñòî ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

i). K3 �� âåðõíÿÿ ãðàíü ìíîæåñòâà âñåõ ðåãóëÿðíûõ òðåõçíà÷-
íûõ ëîãèê: ∀X(X ⊆D K3). Äîêàçàòåëüñòâî âåäåòñÿ ïðî-
ñòîé ïðîâåðêîé âñåõ ÷åòûðåõ ðåãóëÿðíûõ òðåõçíà÷íûõ ëî-
ãèê.

ii). KW
3 � íèæíÿÿ ãðàíü ýòîãî ìíîæåñòâà: ∀X(KW

3 ⊆D X).
Äîêàçàòåëüñòâî âåäåòñÿ àíàëîãè÷íî.

iii). K3 � íàèìåíüøèé ýëåìåíò ìíîæåñòâà âñåõ âåðõíèõ ãðàíåé
íàøåãî ìíîæåñòâà (ýòî ïîëîæåíèå î÷åâèäíî, òàê êàê ìíî-
æåñòâî âñåõ âåðõíèõ ãðàíåé ìíîæåñòâà òðåõçíà÷íûõ ðåãó-
ëÿðíûõ ëîãèê ñîäåðæèò òîëüêî îäèí ýëåìåíò).

iiii). KW
3 �� íàèáîëüøèé ýëåìåíò ìíîæåñòâà âñåõ íèæíèõ ãðà-

íåé ìíîæåñòâà âñåõ ðåãóëÿðíûõ òðåõçíà÷íûõ ëîãèê. (Òàê-
æå ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî KW

3 �� åäèíñòâåííàÿ íèæíÿÿ ãðàíü
äàííîãî ìíîæåñòâà).

Èòàê, äîêàçàíî, ÷òî âûÿâëåííàÿ íàìè àëãåáðàè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà
ïðåäñòàâëÿåò ðåøåòêó.

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî K→
3 ∪K←

3 ⊆D K3, à K→
3 ∩K←

3 ⊆D KW
3 .

Îäíàêî íå âåðíî, ÷òî K→
3 ∪K←

3 = K3, à K→
3 ∩K←

3 = KW
3 .

Åñëè îáúåäèíåíèå è ïåðåñå÷åíèå ïðîâîäèòñÿ ïî ìíîæåñòâó
ñâÿçîê, òî ïåðåñå÷åíèå K→

3 è K←
3 íå äàåò KW

3 , à îáúåäèíåíèå �
K3.
ÒÅÎÐÅÌÀ 3. ×åðåç ìíîæåñòâî ñâÿçîê, ïîëó÷åííîå ïóòåì îáú-
åäèíåíèÿ ìíîæåñòâà ñâÿçîê ëîãèêè K→

3 ñ ìíîæåñòâîì ñâÿ-
çîê ëîãèêè K←

3 , íå âîçìîæíî ïîëó÷èòü ñèëüíûå ñâÿçêè ëîãèêè
Êëèíè K3.



16 Å.Þ.Êîìåíäàíòñêàÿ

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîïóñòèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ôîðìóëà, ïðåä-
ñòàâëÿþùàÿ âûðàæåíèå êàêîé-ëèáî äâóõìåñòíîé ñâÿçêè Ê3 ÷å-
ðåç ñâÿçêè K→

3 è K←
3 . Íî, ïîñêîëüêó ëîãèêè K→

3 è K←
3 âçà-

èìîâûðàçèìû (èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå òîæäåñòâà: x ∨→ y =
y ∨← x, x ∧→ y = y ∧← x, x ⊃→ y = y ⊃← x), òî èñêîìàÿ ôîðìó-
ëà ìîæåò áûòü ïðåîáðàçîâàíà â ôîðìóëó, ñîäåðæàùóþ òîëüêî
ñâÿçêè K→

3 èëè K←
3 . È, òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè áû ôîðìó-

ëó, ñ ïîìîùüþ êîòîðîé ìû ìîãëè áû äîêàçàòü ýêâèâàëåíòíîñòü
ñèñòåìû ñâÿçîê K→

3 (èëè K←
3 ) è K3. Íî, êàê áûëî ïîêàçàíî â

òåîðåìàõ 1 è 2, ýòî íå âîçìîæíî. Òåîðåìà äîêàçàíà. q.e.d.

ÒÅÎÐÅÌÀ 4. ×åðåç ìíîæåñòâî ñâÿçîê, ïîëó÷åííîå ïóòåì ïå-
ðåñå÷åíèÿ ìíîæåñòâà ñâÿçîê ëîãèêè K→

3 ñ ìíîæåñòâîì ñâÿçîê
ëîãèêè K←

3 , íå âîçìîæíî ïîëó÷èòü ñëàáûå ñâÿçêè ëîãèêè Êëè-
íè KW

3 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðåñå÷åíèå ìíîæåñòâ ñâÿçîê ëîãèê K→
3 è

K←
3 äàåò ñëåäóþùåå ìíîæåñòâî ñâÿçîê: {≡,∼}. Íóæíî îòìå-

òèòü, ÷òî ýêâèâàëåíòíîñòü â ëîãèêàõ K3, KW
3 , K→

3 , K←
3 îïðåäå-

ëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ òàáëèö èñòèííîñòè àáñîëþòíî îäèíàêîâî. Òî
åñòü èñêîìûé ïåðåâîä K→

3 ∩K←
3 = KW

3 äîëæåí áûë áû çàêëþ-
÷àòüñÿ â îïðåäåëåíèè âñåõ ñâÿçîê KW

3 ÷åðåç {≡,∼}. Íî ìíî-
æåñòâî {≡,∼} íå ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé ñèñòåìîé ñâÿçîê äàæå äëÿ
êëàññè÷åñêîé ëîãèêè, òî åñòü ëþáàÿ âîçìîæíàÿ ôîðìóëà âû-
ðàçèìîñòè ∧, ∨ èëè ⊃ ÷åðåç {≡,∼} áóäåò ïðîâàëèâàòüñÿ êàê
ìèíèìóì íà êëàññè÷åñêèõ çíà÷åíèÿõ. Òåîðåìà äîêàçàíà. q.e.d.

Òàêèì îáðàçîì, áûëè ðàññìîòðåíû âñå âîçìîæíûå ðåãóëÿð-
íûå òðåõçíà÷íûå ëîãèêè, áûëî ðàññìîòðåíû èõ ðåøåòî÷íûå ñâîé-
ñòâà, â òîì ÷èñëå áûëî îïðåäåëåíî, ÷òî K3 �� ïðåäñòàâëÿåò ñî-
áîé ðåøåòêó, à òàêæå ìîäåëü àëãåáðû Êëèíè, KW

3 � êâàçèðå-
øåòêà, à K→

3 è K←
3 � íåêîììóòàòèâíûå àëãåáðû Êëèíè. Êðîìå

òîãî, áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ìíîæåñòâî âñåõ òðåõçíà÷íûõ ðåãóëÿð-
íûõ ëîãèê îáðàçóåò ðåøåòêó ïî îòíîøåíèþ D-âêëþ÷åíèÿ, ïðè-
÷åì K3 � ÿâëÿåòñÿ ñóïðåìóìîì, à KW

3 � èíôèíóìîì.
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