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Le lambda Calcul a la de Bruijn

. Notation classique +—  Notation de de Bruijn
x — x
\x.B — (x| B’
AB — (B A’
Example: (Azx.\y.zy)z +— (2)[x]|yl(y)x

e Dans le train (2)|z][y|(y), les wagons sont (z), [z], [y] and (y).
e Le dernier x dans (2)[x]|y|(y)x est le coeur du terme.

e Le wagon d’application (z) et le wagon d’abstraction [x] se trouvent l'un a
cote de |'autre.

o La regle (3 (N .A) B —5 Alx := B] devient: A —p |z :=BJA
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Réduction dans la

Notation classique

notation de de Bruijn

Notation de de Bruijn

(A (AyAzzd)e)b)a (a)(0)[r (c)|yl[z](d)z
lg g
(A\y-Az.2d)c)a (a)(c)ly][z](d)z
lg g
(\..zd) (a)z](d)=
lg g
ad (d)a
e

(c) lyl [z] (d) =

Chaque wagon a un partenaire sauf (d) qui est célibataire.
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Réductions generalisées
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Les Formes Canoniques

e Dans [Kamareddine et al., 2001]:

des | ] célibataires | des ()| |-couples coeur

e Dans [Regnier, 1994] et [Kfoury and Wells, 1995]
ATy A (A ( Ay s (A YA, - )As)

e Par example, la forme canonique de:

est
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Comment arriver aux formes canoniques?

Regle | Notation classique | Notation de de Bruijn
(Ae-N)P) (P)|z]N
(6) l |
(A\e.NC)P (P)|x](Q))N
(Az-Ay-IN) Ny
(7) l !
Ay-(A0N) K N

[Kamareddine and Nederpelt, 1995; Kamareddine et al., 1999, 1998] montrent
que ces réductions aident a economiser (temps et espace).

[Kamareddine, 2000] etablit plusieures propriétés des réductions generalisées.
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Classes des termes modulo une conduite réductionnel
o —get —, sont SN et CR. Alors 6-nf et y-nf sont uniques.

o (v(A)) et v(0(A)) sont tous les deux en forme canonique.
o O(v(A)) =p v(0(A)) ou —, est la regle
(A1)[y1] B —y (A1)[y1]|B si 11 & FV(Ay)
e On définit [A| par {B | 0(v(A)) =, 0(~v(B))}.
e Quand B € [A], on écrit que B ~qqu; A.
o —p, —~, =~, =g, =pCRequi C=3 (inclusions strictes).

e Définissons CCF(A) par {A’ en forme canonique | A" =, 0(v(A))}.
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Réduction basée sur les classes

e Un pas de classe-réduction ~ 3 est la plus petite relation qui est compatible

tel que:
AMBB ssi dA' € [A]HB/ c [B] A’ —3 B’

e ~3 se comporte comme une réduction de classes:

o Si alors pour tout A" ~qqui A, pour tout B’ ~equi B,ona A’ ~5 B’
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Propriétés des réductions modulo les classes

e 3 generalise —, et —g: —g C —4C ~g C =g.
o ~3 et =g sont équivalents: A~z B ssi A =3 B.

e ~»g3 est Church Rosser:
Si A~»3 B et A~»g (), alors pour un certain D: B ~»g D et C' ~»3 D.

o Les classes préservent SN_. ;: Si A€ SN_,; et A" € [A] alors A € SN_, .
o Les classes préservent SN ;: Si A € SN, et A" € [A] alors A" € SN ;.

e SN_,, et SN, sont équivalents: A€ SN ssi A€ SN_;.
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La nouvelle notation dans les systemes des types

e 2 la place de () et [|, on utilise ().
o (\,.x)y s'écrit comme: (yd)(A;)x a la place de (y)[x]x.

o II,...(\,...x)y s'écrit comme: (xII,)(yd)(zA,)x.
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Le cube de Barendregt dans la nouvelle notation et avec la
réduction de classe

e La formulation est la méme sauf que les termes deviennet:

o T =+ 0|V |[(THT |(TM)T | (TTIy)T.

o Les regles de typages ne changent pas méme que la réduction est la réduction
de classe ~3 a la place de la B-réduction —g3 .

o Les regles de typages ne changent pas parceque =g est la méme relation que

%5.
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On perds le “Subject Reduction”

e Dans le cube étendu avec la réduction modulo les classes, on guarde la
plupart des propriétés (inclusif la normalisation forte SN). Hélas, la propriété
de “Subject Reduction” n'est plus satisfaite que dans A_, (x,x*) et A\w (O, ).

e On perds SR dans AP (x,0) (et alors dans AP2, \Pw et AC).

e On perds SR dans A2 (O, %) (et alors dans AP2, \w et AC):
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Quelle est la cause de la perte de SR?

. (80)(*Aa) (40)(ads)x ~5(00)(¥Aa) (y'0) (@A)

o (Aas-yia-(Aaia-®)y) By ~p(Aass-(Azia-2)y') B

o By BFu(Aaw-Aya-(Asia-2)y) BY'

o Yet, 5: %9 : B Fro(Aax-(Azea-x)y’) B : T pour n'importe quel 7.
e L'information que v/ : 3 a remplacé y : « est perdu dans

e Mais, on a besoin de 3’ : a pour pouvoir typer le sous-terme (\....x)y’ de
et alors pour pouvoir typer

- (Azza-2)y") 3 2 B.
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La solution du probleme de Subject Reduction: on utilise les
“let expressions/définitions”

e Définitions/let expressions ont la forme: let z : A = B. On les ajoute aux
contextes exactement comme les déclarations v : C.

Iletx: A =BFC:D
' (Ap.a.C)B : D|x := A]

o (def rule)

e On definit I' ¢ - =4.¢ - comme la relation d'équivalence generée par:

— Si alors
— Si est dans | et si B vient de A par substituant une

occurrence particuliere de = dans A par IV, alors
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Le cube (simplifié) avec définitions et réductions de classes

(axiom)

(start)

(weak)

(conv)

(def)

(app) (abs) et (form) ne changent pas.

I'F*A:s ' A:s I'-B: A
x fresk

Nz AFx: A I'letx: A =BFzx: A

'-“D:F T'F*A:s T'FCA:s TF*B:AT'FD:FE

frest
T z:AFD: E [ letz:A=BF D:E LTS

['F°A:B ' B : S ' B =40 B’

['FCA: B
I'Nletx: A =BFC:D

I'F¢ (Ap.a.C)B : D|x := A|
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Les définitions aident a résoudre le subject reduction
k) 0, letaix =0 Heqy': 3
sk 2 0, letaix= [ H¢ 0 =ges O
B, leta:x =0 Fey a  (de 1 et 2)

ok B, leta:x =0, letx:a =y Foa:a

o

X D L @
*
Q\

: *,y/ . 6, let v : x = 5 ¢ ()\:c:oz-w)y/ : Oé[ZC = y/]

¢ (Npea-®)y") 0 = 6] =
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Les propriétés du Cube avec définitions et réductions de
classes

e ° est une generalisation de -: SiI'F A: B alorsI' ¢ A : B.

e |es termes équivalents ont les mémes types:
Sil'F°A:Bet A €[A], B e[B]alorsT'F¢ A": B’

e Subject Reduction de -° et ~3:
SiTFCA:Bet A~»g A" alorsT'H¢ A" : B.

e L'unicité des Types pour F:

—SiI'FCA:BetI'F¢ A: B alors'F°¢ B =4, B’
—SiI'F*A:Betl'FC A :B' etI'F¢ A=35 A" alors I' ¢ B =4 B'.

e La normalisation forte de ~ g:

Dans le Cube, chaque terme légale est fortement normalisable par rapport a
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